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It is shown that the transport coefficients, following from the linearized 13 moment approximation, 
satisfy the O n s a g e r  relations. A short discussion of the transport coefficients is added.

In der voranstehenden A rbeit1 (im folgenden 
mit I zitiert) wurde die allgemeine 13-Momenten- 
Näherung für ein Zwei-Komponenten-Plasma abge­
leitet. Für kleine Diffusionsgeschwindigkeit und 
Druckanisotropie gehen die dort abgeleiteten Mo­
mentengleichungen über in die von K o l o d n e r  2 be­
handelte lineare Näherung. Die Transportkoeffizien­
ten folgen dann als Lösungen eines linearen Glei­
chungssystems für die Komponenten des elektrischen 
und des Wärmestromes. Wir werden zeigen, daß für 
diese Transportkoeffizienten die ONSAGER-Relationen 
gelten.

Es sollen hier solche Lösungen der Momenten­
gleichungen untersucht werden, bei denen die durch 
„äußere Einflüsse“ bewirkten dissipativen Prozesse 
nur kleine Abweichungen vom thermodynamischen 
Gleichgewicht zur Folge haben. Unter „äußeren 
Einflüssen“ sind hier elektrisches Feld und Tempe­
raturgradient, welche durch geeignete Randbedin­
gungen aufrechterhalten werden, zu verstehen. Sol­
che Strömungen in der Nähe des Gleichgewichts las­
sen sich bekanntlich durch die NAViER-STOKESschen 
Differentialgleichungen beschreiben. Diese Näherung 
ist dann gültig, wenn sich der Strömungszustand, 
so wie er durch die Momente beschrieben wird, auf 
einer freien Weglänge nur wenig ändert, bzw. wenn 
während einer Stoßzeit die Änderungen der Mo­
mente klein sind.

Es ist zweckmäßig, für die folgenden Überlegun­
gen die Entropie einzuführen. Außerdem benötigt 
man die Gleichung für die Änderung der inneren 
Energie des Plasmas. Man erhält sie durch Kontrak­
tion der Gleichungen für paß bzw. P aß 3. Setzt man 
e =  3 p /2  für die thermische Energie (je Volumen­
einheit) , so erhält man die Gleichung

3e c 
dt 3a ( ü  ju 6  +  Sa)

dv„
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dvr
3—  /JP“" + @<e>^  UU (1)

Hierbei ist A p uv =  p^v — p cb̂ v . Die Glieder auf der 
rechten Seite beschreiben die Änderung der inneren 
Energie durch Kompression, innere Reibung und 
Reibung an den Ionen. Eine entsprechende Glei­
chung gilt auch für die Ionen.

Die Entropie (je Volumeneinheit) eines idealen 
Gases ist gegeben durch

3 k
*?(e,£) =  2 m £ (ln C  +  ln e - f  ln ^) , (2)

wobei e hier die innere Energie bedeutet.
Diese Formel gilt auch für das Plasma, wenn die 

innere Energie allein durch die thermische Energie 
3 p/2  gegeben ist, d. h. wenn man die Wechselwir­
kungsenergie der Teilchen vernachlässigen kann. 
Aus der DEBYE-Theorie fo lg t4, daß sie von der 
Größenordnung 1 / A  ist. Da die Fokker-Planck- 
Gleichung Gl. (1 ,2 .1 ) nur in der Näherung ln-4^> 1 
gilt, ist diese Vernachlässigung erlaubt.

Durch partielle Differentiation von r\ nach e und <j 
folgt

drj 3 k g  n k 
de 2 m e  p ’ 

drj r] 5 k 
dg g 2 m '

Damit erhält man für die zeitliche Änderung der 
Entropiedichte

drj drj de 3rj dgdrj de 
dt 3e dt 3o dt

1 3
T

V 5 k 
2 m

d g

dt (3)

1 F. H e r t w e c k , Z. Naturforschg. 20 a, 1243 [1965].
* I .  K o l o d n e r , Moment Description of Gas Mixtures, AEC- 

Report NYO-7980.
3 Alle Bezeichnungen sind hier aus (I) übernommen.

4 L. D. L a n d a u  u . E. M. L if s h it z , Statistical Physics, Per­
gamon Press, London 1958, Kap. VII.
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wobei in der zweiten Zeile die Temperatur einge­
führt wurde durch die Beziehung p =  n k T .  Es muß 
an dieser Stelle betont werden, daß Gl. (2) für die 
Entropie nur im Falle thermodynamischen Gleich­
gewichts gilt, so daß durch Gl. (3) nur solche in­
stationären Zustände beschrieben werden, die hin­
reichend nahe am Gleichgewicht sind. Allgemeiner 
hat man statt der Entropie die BoLTZMANNsche H- 
Funktion einzuführen, welche im Gleichgewicht (bis 
auf einen konstanten Faktor) in die Entropie über­
geht (vgl. G r a d 5) .  Setzt man in Gl. (3) die Kon- 
tinuitäts- und die Energiegleichung ein, so folgt 
nach einigen Umformungen für die Elektronen­
komponente

3^e 3 
S t  3x„ +  Vf* Ve

— Sv Tel +  2 T,
£'vv Ap 3 i;y

Bx„
(4)

Die Klammer auf der linken Seite ist offenbar als 
Entropiestrom zu interpretieren, mit einem Konvek­
tionsanteil Vfi rje und dem Wärmestromanteil S/u/Te . 
Auf der rechten Seite stehen Terme, welche eine 
Entropieerzeugung beschreiben, und zwar durch 
Wärmeleitung, durch Reibung an den Ionen (also 
durch OHMsche Verluste) und durch innere Reibung. 
Eine analoge Gleichung gilt für die Entropie rj[ der 
Ionenkomponente; man erhält die Gleichung für die 
Gesamtentropie, wenn man beide Gleichungen ad­
diert.

Meistens werden die in einem Plasma auftreten­
den elektrischen Ströme und Wärmeströme vorwie­
gend durch die Elektronen bestimmt, insbesondere 
dann, wenn diese Ströme klein sind. Es ist also sinn­
voll, die Näherung zu betrachten, in der die Ionen 
ruhen, und die Stoßmomente nach kleinen Strömen 
zu entwickeln2. Formal haben die Momentenglei­
chungen dann für d a und sa stationäre Lösungen, 
während sich d p / d t  ~  du du ergibt. Wenn die Ströme 
hinreichend klein sind, wird sich p während einer 
Stoßzeit nur sehr wenig ändern, so daß die Glei­
chungen für d a und sa die Transportkoeffizienten 
für den Grenzfall kleiner Ströme liefern.

Es soll jetzt gezeigt werden, daß diese Transport­
koeffizienten die ONSAGER-Relationen erfüllen. Wir 
gehen aus von den stationären Lösungen der Bewe- 
gungs-, Diffusions- und Wärmeleitungsgleichung

eines ruhenden Plasmas. Alle Größen der Ordnung 
b2, q2 und b • q werden vernachlässigt, also auch 
Apaß . Man erhält:
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Wir setzen voraus, daß p =  P, was immer dann zu­
trifft, wenn die durch OHMsche Verluste den Elek­
tronen zugeführte Energie klein ist gegen die in 
der gleichen Zeit an die Ionen durch Stöße abgege­
bene Energie. Dann kann man in Gl. (6) den Druck­
gradienten mit Hilfe von Gl. (5) eliminieren und 
erhält

iOe Ea — ^ iQq COa/i dfj. =
Nach Gl. (2.21) kann man

i© JS  =  ^ © f >  +  0(m e/m ,) 

setzen, so daß mit Gl. (8)
Damit erhält man für die rechte Seite der Gl.

( drl \  __ 3 / 1 \ , , ge
l 3«/Erzeugung ^ 3 U / +  " ** '

In der irreversiblen Thermodynamik faßt man 
die Faktoren von und d  ̂ als Kräfte auf, welche 
die irreversible Zustandsänderung bewirken und 
macht für die Ströme sa und da  den Ansatz

(8)

folgt.

(4)

(9)

Sa _  t  (21) g e , r (22)
----  t - ' r i lL  rwi " l  ^ (X /H (10)T ' 3a

Die ONSAGER-Relationen fordern zwischen den Ko­
effizienten die Beziehungen 6

(B ) =  L js«) ( — B ) ,
L'$  > ( B ) = £ j g > ( - B ) ,

( 11)
B  ist das Magnetfeld. Wie man leicht zeigen kann, 
müssen diese Relationen auch für die reziproke Ma­
trix L* gelten, welche die Kräfte als Linearkombina­
tion der Ströme ausdrückt. Um diese Matrix L* zu 
finden, müssen wir zuerst die Stoßmomente 
und nach d a und sa entwickeln, wobei quadra-

5 H. G r a d , Commun. Pure Appl. Math. 2 ,  331 [1949]. 6 Vgl. S. R. D e  G r o e t ,  Thermodynamics of Irreversible Pro­
cesses, North Holland Publishing Co., Amsterdam 1951, 
Kap. I und VIII.
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tische Terme vernachlässigt werden. Man erhält 
nach entsprechenden Rechnungen:

<S(S> =  A{ d«  +  - ^ s .

z ' : < -  A - \ - d .. V12 + (12)

wobei A =  4 n2 r  J  [3 m e Y jz .

Setzt man dies in Gl. (7) und Gl. (8) ein, so folgt
ge gg 
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(13)
Da die eoa„ eine antisymmetrische Matrix dar­

stellen, deren Elemente proportional zu den Magnet­
feldkomponenten sind, sind offenbar die Relationen 
Gl. (11) erfüllt.

Durch Auflösung dieses Gleichungssystems nach 
den Strömen da  und sa erhält man die übliche Form 
der Transportkoeffizienten. Es sei hier noch be­
merkt, daß man in der Literatur häufig fehlerhafte 
Angaben der Transportkoeffizienten bei Vorhanden­
sein von Magnetfeldern findet. Der Fehler ist meist, 
daß man nicht berücksichtigt hat, daß bei gegebenem 
Elektrischen Feld und Temperaturgradienten elektri­
sche Ströme und Wärmeströme auf treten, die von 
dem Vektorprodukt mit B  herrühren. Wenn diese 
Ströme wegen entsprechender Randbedingungen 
nicht auftreten können, bauen sich zusätzliche elek­
trische Felder und Temperaturgradienten auf, die 
diese Ströme unterdrücken. Diese Felder aber muß 
man in Gl. (13) einsetzen, um zu richtigen Ergeb­
nissen zu gelangen.

Wenn Temperaturgradient und Magnetfeld Null 
sind, folgt aus Gl. (13) als Zusammenhang zwi­
schen elektrischem Strom j  und elektrischem Feld E 
die Beziehung

j  =  o E ,

W°bei 2 (2 kTe)s/*
O =  0,569 0L , oL =  rV/l me«/t •

Ol ist die Leitfähigkeit des LoRENTZ-Gases. (Beim 
LoRENTZ-Gas werden die Ionen gleichfalls als ruhend 
angenommen, zusätzlich wird aber noch die Wechsel­
wirkung der Elektronen untereinander vernachläs­
sigt. Die FoKKER-PLANCK-Gleichung wird dann linear 
in der Verteilungsfunktion und läßt sich im entspre­
chenden stationären Fall exakt lösen.) Zum Ver­
gleich geben wir die Werte der Leitfähigkeit von 
Cowling 7 und Spitzer und Härm 8:

°€owiing =  0,567 (?l ; oSp + n =  0,582 ö l •

Der Unterschied zu oSp + H beträgt also etwa 2%. 
Der Gang der Rechnung bei Spitzer und Härm soll 
zum Vergleich kurz skizziert werden: Die Elektro­
nenverteilung wurde approximiert durch

/ s p  + h (U) = f m ( u ) [1 +C O S#Z )(u )],

fm{u) ist die M axwell-Verteilung, $  der Winkel 
zwischen U und elektrischem Feld @. Setzt man 
/sp + h (u) in die FoKKER-PLANCK-Gleidnmg (2.1) 
ein und linearisiert in D ( u ) ,  so erhält man eine 
Integro-Differentialgleichung für D { u ) ,  deren Koef­
fizienten durch das Fehlerintegral <P(u) ausdrück- 
bar sind. Man erhält die Lösungen durch numeri­
sche Integration. Der Strom berechnet sich aus

j  =  e f  u cos $  /s P + H(u) d u .

Durch die Momentengleichungen wird also D ( u ) 
durch ein Polynom 3. Ordnung so approximiert, 
daß „im Mittel“ die Integro-Differentialgleichung 
befriedigt wird. Die Koeffizienten dieses Polynoms 
sind lineare Funktionen in d x und qx .

Interessant ist noch der Vergleich mit dem Lo- 
RENTZ-Gas, für welches D L(u)  =  const -u4. Die Funk­
tion u4 soll also durch ein Polynom 3. Ordnung ap­
proximiert werden. Die Wechselwirkung der Elek­
tronen vernachlässigt man in Gl. (1 2 ), indem man 
1̂ 2 streicht. Man erhält dann

( ° l )  M omentengl. — 0,96  O l .

8 L. S p i t z e r  u .  R. H ä rm , Phys. Rev. 89, 977 [1953].
7 T. G. C o w lin g , Proc. Roy. Soc., Lond. A 183, 453 [1945].


