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It is shown that the transport coefficients, following from the linearized 13 moment approximation,
satisfy the Onsacer relations. A short discussion of the transport coefficients is added.

In der voranstehenden Arbeit! (im folgenden
mit I zitiert) wurde die allgemeine 13-Momenten-
Néherung fiir ein Zwei-Komponenten-Plasma abge-
leitet. Fir kleine Diffusionsgeschwindigkeit und
Druckanisotropie gehen die dort abgeleiteten Mo-
mentengleichungen iiber in die von Koropner 2 be-
handelte lineare Naherung. Die Transportkoeffizien-
ten folgen dann als Losungen eines linearen Glei-
chungssystems fiir die Komponenten des elektrischen
und des Wirmestromes. Wir werden zeigen, daB fiir
diese Transportkoeffizienten die Onsacer-Relationen
gelten.

Es sollen hier solche Lésungen der Momenten-
gleichungen untersucht werden, bei denen die durch
»auBere Einfliisse“ bewirkten dissipativen Prozesse
nur kleine Abweichungen vom thermodynamischen
Gleichgewicht zur Folge haben. Unter ,,dufBeren
Einfliissen“ sind hier elektrisches Feld und Tempe-
raturgradient, welche durch geeignete Randbedin-
gungen aufrechterhalten werden, zu verstehen. Sol-
che Stromungen in der Nahe des Gleichgewichts las-
sen sich bekanntlich durch die Navier—SroxEesschen
Differentialgleichungen beschreiben. Diese Niherung
ist dann giiltig, wenn sich der Stromungszustand,
so wie er durch die Momente beschrieben wird, auf
einer freien Weglange nur wenig dndert, bzw. wenn
wihrend einer Stofzeit die Anderungen der Mo-
mente klein sind.

Es ist zweckmiBig, fiir die folgenden Uberlegun-
gen die Entropie einzufithren. Auflerdem benotigt
man die Gleichung fiir die Anderung der inneren
Energie des Plasmas. Man erhalt sie durch Kontrak-
tion der Gleichungen fiir pas bzw. Pas 3. Setzt man
e=3p/2 fir die thermische Energie (je Volumen-
einheit), so erhilt man die Gleichung

1 F. Hertweck, Z. Naturforschg. 20 a, 1243 [1965].

2 1. Koropner, Moment Description of Gas Mixtures, AEC-
Report NYO-7980.

3 Alle Bezeichnungen sind hier aus (I) iibernommen.
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Hierbei ist Apuy = pur—p Our . Die Glieder auf der
rechten Seite beschreiben die Anderung der inneren
Energie durch Kompression, innere Reibung und
Reibung an den Ionen. Eine entsprechende Glei-
chung gilt auch fiir die Ionen.

Die Entropie (je Volumeneinheit) eines idealen
Gases ist gegeben durch
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wobei e hier die innere Energie bedeutet.

Diese Formel gilt auch fiir das Plasma, wenn die
innere Energie allein durch die thermische Energie
3 p/2 gegeben ist, d. h. wenn man die Wechselwir-
kungsenergie der Teilchen vernachldssigen kann.
Aus der Desve-Theorie folgt?, daB sie von der
Groflenordnung 1/4 ist. Da die Foxxer—Pranck-
Gleichung Gl.(I, 2.1) nur in der Naherung In 4> 1
gilt, ist diese Vernachldssigung erlaubt.

Durch partielle Differentiation von # nach e und v
folgt
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Damit erhélt man fiir die zeitliche Anderung der
Entropiedichte
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4 L. D. Laxpav u. E. M. Lirsuirz, Statistical Physics, Per-
gamon Press, London 1958, Kap. VIIL.
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MOMENTENGLEICHUNG EINES PLASMAS

wobei in der zweiten Zeile die Temperatur einge-
fithrt wurde durch die Beziehung p=n k7. Es mu}
an dieser Stelle betont werden, da8 Gl. (2) fiir die
Entropie nur im Falle thermodynamischen Gleich-
gewichts gilt, so dal durch Gl. (3) nur solche in-
stationdren Zustande beschrieben werden, die hin-
reichend nahe am Gleichgewicht sind. Allgemeiner
hat man statt der Entropie die Borrzmannsche H-
Funktion einzufiihren, welche im Gleichgewicht (bis
auf einen konstanten Faktor) in die Entropie iiber-
geht (vgl. Grap %). Setzt man in Gl. (3) die Kon-
tinuitdts- und die Energiegleichung ein, so folgt
nach einigen Umformungen fir die Elektronen-
komponente
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Die Klammer auf der linken Seite ist offenbar als
Entropiestrom zu interpretieren, mit einem Konvek-
tionsanteil v, 7, und dem Warmestromanteil s./T .
Auf der rechten Seite stechen Terme, welche eine
Entropieerzeugung beschreiben, und zwar durch
Wiarmeleitung, durch Reibung an den Ionen (also
durch Onwmsche Verluste) und durch innere Reibung.
Eine analoge Gleichung gilt fiir die Entropie #; der
Ionenkomponente; man erhalt die Gleichung fiir die
Gesamtentropie, wenn man beide Gleichungen ad-
diert.

Meistens werden die in einem Plasma auftreten-
den elektrischen Stréome und Wéarmestrome vorwie-
gend durch die Elektronen bestimmt, insbesondere
dann, wenn diese Strome klein sind. Es ist also sinn-
voll, die Naherung zu betrachten, in der die Ionen
ruhen, und die StoBmomente nach kleinen Stromen
zu entwickeln 2. Formal haben die Momentenglei-
chungen dann fiir d« und s. stationdre Losungen,
withrend sich Op/3t~d. d. ergibt. Wenn die Strome
hinreichend klein sind, wird sich p wahrend einer
Stozeit nur sehr wenig dndern, so daf die Glei-
chungen fiir do und s. die Transportkoeffizienten
fiir den Grenzfall kleiner Strome liefern.

Es soll jetzt gezeigt werden, daB diese Transport-
koeffizienten die O~sacEr-Relationen erfiillen. Wir
gehen aus von den stationdren Losungen der Bewe-
gungs-, Diffusions- und Wairmeleitungsgleichung

5 H. Grap, Commun. Pure Appl. Math. 2, 331 [1949].

1257

eines ruhenden Plasmas. Alle Groflen der Ordnung
9% > und d'q werden vernachlissigt, also auch
Apes . Man erhilt:

1
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Wir setzen voraus, daBl p =P, was immer dann zu-
trifft, wenn die durch Onmsche Verluste den Elek-
tronen zugefiihrte Energie klein ist gegen die in
der gleichen Zeit an die Ionen durch Stofle abgege-
bene Energie. Dann kann man in Gl. (6) den Druck-
gradienten mit Hilfe von Gl. (5) eliminieren und
erhilt

— Wau Sp + =§&e’ . (7)

} 0. Wandu= &, (8)
Nach Gl. (2.21) kann man

%f*'(e) d.S ("'(e) +0(m, /ml)
setzen, so daB mit Gl. (8) 1G&) =p.d.e. folgt.
Damit erhalt man fiir die rechte Seite der Gl. (4)
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In der irreversiblen Thermodynamik fafit man

die Faktoren von s. und d. als Krafte auf, welche

die irreversible Zustandsidnderung bewirken und

macht fiir die Stréme s, und d. den Ansatz
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Die Onsacer-Relationen fordern zwischen den Ko-
effizienten die Beziehungen ¢

LP(B) - L i (~B),
L3 (B) =L (- B),
159 (B) =L B): (11)

B ist das Magnetfeld. Wie man leicht zeigen kann,
miissen diese Relationen auch fiir die reziproke Ma-
trix L* gelten, welche die Krifte als Linearkombina-
tion der Strome ausdriickt. Um diese Matrix L* zu
finden, miissen wir zuerst die StoBmomente &
und T nach da und s« entwickeln, wobei quadra-

6 Vgl. S. R. D Groer, Thermodynamics of Irreversible Pro-
cesses, North Holland Publishing Co., Amsterdam 1951,
Kap. I und VIII.
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tische Terme vernachldssigt werden. Man erhilt
nach entsprechenden Rechnungen:

3
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wobei A=4n2T/[3m,Vr "] .
Setzt man dies in Gl. (7) und Gl. (8) ein, so folgt
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Da die wa. eine antisymmetrische Matrix dar-
stellen, deren Elemente proportional zu den Magnet-
feldkomponenten sind, sind offenbar die Relationen
Gl. (11) erfiillt.

Durch Auflésung dieses Gleichungssystems nach
den Stromen d. und s. erhilt man die iibliche Form
der Transportkoeffizienten. Es sei hier noch be-
merkt, dall man in der Literatur hdufig fehlerhafte
Angaben der Transportkoeffizienten bei Vorhanden-
sein von Magnetfeldern findet. Der Fehler ist meist,
dafl man nicht berticksichtigt hat, daf} bei gegebenem
Elektrischen Feld und Temperaturgradienten elektri-
sche Strome und Warmestrome auftreten, die von
dem Vektorprodukt mit B herriihren. Wenn diese
Strome wegen entsprechender Randbedingungen
nicht auftreten konnen, bauen sich zusatzliche elek-
trische Felder und Temperaturgradienten auf, die
diese Strome unterdriicken. Diese Felder aber muf}
man in Gl. (13) einsetzen, um zu richtigen Ergeb-
nissen zu gelangen.

Wenn Temperaturgradient und Magnetfeld Null
sind, folgt aus Gl. (13) als Zusammenhang zwi-
schen elektrischem Strom j und elektrischem Feld E
die Beziehung

j=oF,

wobei 22k Te)e

alemetetln A

0=0,569 o, op, =
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oy, ist die Leitfahigkeit des Lorenrz-Gases. (Beim
Lorentz-Gas werden die Ionen gleichfalls als ruhend
angenommen, zusatzlich wird aber noch die Wechsel-
wirkung der Elektronen untereinander vernachlis-
sigt. Die Fokker—PraNck-Gleichung wird dann linear
in der Verteilungsfunktion und 1dBt sich im entspre-
chenden stationdren Fall exakt l6sen.) Zum Ver-
gleich geben wir die Werte der Leitfahigkeit von
Cowrine 7 und Sprrzer und Hirwm 8:

Ocowling = 0,567 or;  0gp,.1=0,582 oy, .

Der Unterschied zu og,. 5 betrigt also etwa 2%.
Der Gang der Rechnung bei Spirzer und Hirwm soll
zum Vergleich kurz skizziert werden: Die Elektro-
nenverteilung wurde approximiert durch

fsp+n(U) = fm(w) [1+cos ¥ D(u)],

fm(u) ist die MaxwerL-Verteilung, & der Winkel
zwischen Ut und elektrischem Feld €. Setzt man
fsp-u(u) in die Foxker—Pranck-Gleichung (2.1)
ein und linearisiert in D (u), so erhilt man eine
Integro-Differentialgleichung fiir D (u), deren Koef-
fizienten durch das Fehlerintegral @ (u) ausdriick-
bar sind. Man erhilt die Losungen durch numeri-
sche Integration. Der Strom berechnet sich aus

j=e [ucos? fs,, gy(u) du.

Durch die Momentengleichungen wird also D (u)
durch ein Polynom 3. Ordnung so approximiert,
da ,im Mittel* die Integro-Differentialgleichung
befriedigt wird. Die Koeffizienten dieses Polynoms
sind lineare Funktionen in d; und ¢; .

Interessant ist noch der Vergleich mit dem Lo-
RENTZ-Gas, fur welches Dy, (u) = const-ut. Die Funk-
tion u* soll also durch ein Polynom 3. Ordnung ap-
proximiert werden. Die Wechselwirkung der Elek-
tronen vernachldssigt man in Gl. (12), indem man

/2 streicht. Man erhilt dann

(OL) Momentengl. = 0996 oL .
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